Chapitre 4 : Cinématique du point

Capacités exigibles

Définir le vecteur vitesse comme la dérivée du vecteur position par rapport au temps et le vecteur
acceélération comme la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps.

Etablir les coordonnées cartésiennes des vecteurs vitesse et accélération a partir des
coordonnées du vecteur position et/ou du vecteur vitesse

Citer et exploiter les expressions des coordonnées des vecteurs vitesse et accélération dans le
repére de Frenet, dans le cas d’'un mouvement circulaire.

Caractériser le vecteur accélération pour les mouvements suivants : rectiligne, rectiligne uniforme,
rectiligne uniformément accéléré, circulaire, circulaire uniforme

Capacités expérimentales

Réaliser et/ou exploiter une vidéo ou une chronophotographie pour déterminer les coordonnées du
vecteur position en fonction du temps et en déduire les coordonnées approchées ou les
représentations des vecteurs vitesse et accélération.

Capacité numérique

Représenter, a 'aide d’'un langage de programmation, des vecteurs accélération d’'un point lors
d'un mouvement.

Capacité mathématique

Dériver une fonction.

1) Base de la cinématique
La cinématique est I'étude du mouvement indépendamment des causes qui le provoquent.

1) Notion de systéme et de centre d’inertie

‘ On appelle systéme, I'objet ou 'ensemble d'objets auxquels on s’intéresse.

Les systemes que nous étudierons seront considérés comme ponctuels, c'est-a-dire que leurs dimensions seront

suffisamment petites pour que I'on puisse les assimiler a un point.

la description du mouvement est la plus simple.

On définit le centre de masse G d’un solide, appelé aussi centre de gravité, comme étant le point de ce solide dont

Exemple : lancé d’un boomerang :
= Le mouvement du centre de masse du boomerang est plus simple & décrire que celui de ses extrémites.

L, S

a) Définition

Le référentiel est le solide de référence par rapport auquel on étudie le mouvement d’un systéme.
Un référentiel est galiléen si le principe d’'inertie (ou premiére loi de Newton) est vérifié dans ce référentiel




b) Référentiels usuels considérés comme galiléens

- Le référentiel terrestre (solide de référence lié au sol terrestre) est pour I'étude de mouvements au voisinage du
sol terrestre.

- Le référentiel géocentrique (solide de référence lié au centre de la Terre) pour I'étude des satellites en
mouvement autour de la Terre.

- Le référentiel héliocentrique (solide de référence lié au centre du Soleil) pour I'étude du mouvement des
planetes autour du Soleil.

c) Repéres d’espace et de temps

La description précise d’un mouvement dans un référentiel donné nécessite de se donner un repére d’espace (pour
repérer les positions) et un repére de temps (pour repérer les dates)

=> Repéres d’espace cartésien orthonormé
-
R(0,1, j,k) : Repere a 3 dimensions pour décrire un mouvement dans I'espace
—_— = p x B . x .
R(0,1,7): Repére a 2 dimensions pour décrire un mouvement sur un plan

R(0,1): Repere a 1 dimension pour décrire un mouvement sur une droite
O : Origine du repere = point fixe dans le référentiel d’étude.

—
1, J, k : 3 vecteurs unitaires orthogonaux.

=> Repére de Frenet

R(M,u,,u;)

n
M : Origine du repére = point du systéme en mouvement

u, : vecteur unitaire porté par la tangente a la trajectoire

u,, : vecteur unitaire perpendiculaire a u; et orienté vers I'intérieur de la trajectoire

.

. S
=>» Repére du temps oyt

s

Le repérage du temps se fait avec une horloge.
La date t d’'un événement = durée qui s’écoule depuis I'instant (choisi comme origine du temps) ot I'on a déclenché
I"horloge.



3) Vecteur position dans un repére cartésien

Dans le repére R(0,1, J, T(,)) la position de G est repérée par le vecteur position 0G

0G = xi + y] + zk

X = projection de 0G sur I'axe OF

y = projection de 0G sur I'axe o]}

z = projection de 0G sur I'axe Ok

Si le mohile est en mouvement, les coordonnées x, y, et z du vecteur position varient donc au cours du temps t :

on appelle équations horaires du mouvement les fonctions x(t) ; y(t) ; z(t)

Pour déterminer I’équation de la trajectoire il faut éliminer la variable temps t entre les coordonnées.

Remarque :
[OG(E)|| = e = e
/ Application n°1 : On donne les équations horaires du mouvement de G \
x(t) =2t
0G(t)| y(t) =8t -3t -2
z(t)=0

- Ousetrouve le pointGaladatet=10s"?

- Aquelle distance du point O se trouve-t-il a cette méme date ?

- Déterminer I'équation et la nature de la trajectoire décrite par le point G.

- /

4) Vecteur vitesse
a) Définition

Le vecteur vitesse a une date t représente la variation du vecteur position pendant un intervalle de temps trés

court autour de la date t.

e L 7 dOG(t)
Il est alors défini comme la dérivée du vecteur position par rapport au temps v(t) = T

b) Caractéristiques du vecteur vitesse instantanée et valeur approchée

- Son origine est |a position G a I'instant considéré
- Sa direction est tangente a la trajectoire en G
- Son sens est celui du mouvement

- Sa valeur approchée v; s’exprime en m.s™ : v; & pa—
i+17 L




c) Rappel : tracé d’un vecteur vitesse a partir d’un enregistrement de positions

~
Vg
_J'-.
At = Intervalle de temps entre deux
+ fys . . .
» positions consécutives du point M.
. ~ : . MM,

P Le vecteur vitesse v; au point Ms est approché par - +

+

L (v (Tt
En effet, les coordonnées du vecteur vitesse v {ngt; a l'instant t sont définies a partir de celles du vecteur
y

x(t
déplacement de M de coordonnées {y%t;’ entre les instants tet t + At ;

v, (t) - x(t+At)—x(t)

- . M(OM(t+At) M(OM(t+At -
v = lim ()M ) = GLI ) dont les coordonnées sont 17 o
At 0 At At _ y(t+AL)-y(t)
v, ()~ LEEED—YE)
y At

r4 1 = r - —* - £ ey a—
Dans cette modélisation, le tracé du vecteur vitesse v; en M; est colinéaire au vecteur M3 M,

— — dﬁf OM;4+1—0M, MiMyyq
v = v(t,) =20 =
dt FAN § At

d) Coordonnées du vecteur vitesse et éguations horaires de la vitesse dans un repére cartésien.

-
Dans le repere R(0,1, J, k) le vecteur vitesse s’écrit

v(t) =v i+t v, +v,k

H 1
) PV
1
_ 17 L
v, = projection de v(t) sur I'axe O i :
]
e - - | -
1, = projection de v(t) sur I'axe Oj O — .

. 1 Ux
U, = projection de v(t) sur I'axe Ok

Si le vecteur vitesse varie au cours du temps, alors ses coordonnées v,; v,; v, sont des fonctions du temps



On appelle équations horaires de la vitesse les fonctions v, (t); v, (t); v,(t)

Si on connait les équations horaires du mouvement x(t) ; y(t) ; z(t) on détermine les coordonnées de la vitesse en
dérivant par rapport au temps chacune des équations horaires.

dx(t
vx(t) = ﬂ =2 Dérivée de x(t) par rapport au temps
dat
— dy(t) o »
vit v.lt) = —= Dérivée de y(t) par rapport au temps
() 3’( ) dt
v, (t) = dz(t) ——> Dérivée de z(t) par rapport au temps
dt
Remarque :
. » o r . . Y P s -+ N
Application n°2 ;: on donne les équations horaires du mouvement de G dans un repéere cartésien SR(O, L ], k) :
x(t) = t?
0G(t)| v(t) =2t3 —3t—2
z(t) = 5t
Déterminer les équations horaires de |a vitesse. En déduire les coordonnées du vecteur vitesse a l'instantt=2s.
v (t) =
* vx(z) =
v(t) vy(t) = v(2) | vy (2)=
v, () = v,(2) =
En déduire la valeur de la vitessevat=2s
\. J
Coordonnées du vecteur vitesse dans le repére de Frenet
Le vecteur vitesse étant toujours tangent a la trajectoire, il est donc uniquement Ug 13
porté par le vecteur unitaire tangentiel u, ut de la base de Frenet. On a donc : M
— — ->
v=v.u, Un

Avec v = valeur de la vitesse au point M considéré.

La composante du vecteur vitesse portée par le vecteur unitaire normal w,, de la base de Frenet est toujours nulle.
5) Vecteur accélération
a) Définition
Il y a accélération des qu'il y a variation de la vitesse en direction, sens ou valeur, c’est-a-dire dés qu’il y a variation
du vecteur vitesse.

Le vecteur accélération a(t)représente la variation du vecteur vitesse a(t) — dv(t)
pendant un intervalle de temps tres court. dt

Il est alors défini comme la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps
La valeur de I'accélération s’exprime en m/s’ ou m.s?




b) TIracé d’un vecteur accélération

Le vecteur accélération en un point est proportionnel au vecteur variation de vitesse en ce point.

. ——  du(d) v(t,+A0)—v(t,)
a, = a(t,) = o (t) = At

Exemple du mouvement parabolique :

Le mouvement parabolique suivant a été simulé en utilisant les lois de la mécanique. Dans cette situation, on
attend un vecteur accélération de méme valeur en tout point de la trajectoire et vertical.

w Les vecteurs vitesse sont
colinéaires aux
! déplacements MiMi.4

Les échelles de représentation sont arbitraires.
|
/

A—)_—) —
V1=V, =1

Aux erreurs de construction prés, la direction du vecteur accélération est sensiblement verticale. Il a aussi
pratiquement la méme valeur en tout point.



Exemple du mouvement circulaire uniforme

Les vecteurs vitesse sont
o o tangent au cercle.

AU1 = Uz - Ul
L'accélération est uniforme et centripéete.

¢) Coordonnées du vecteur accélération instantanée dans un repére cartésien

a(t) =a,i+a, + ak

-
Dans le repere R(0,1, J, k) le vecteur accélération s’écrit

a,. = projection de @ sur I'axe OT
a, = projection de @ sur I'axe Of

~
a, = projection de a sur I'axe Ok

Si le vecteur accélération varie au cours du temps, alors ses coordonnées a,; a,; a, sont des fonctions du temps

On appelle équations horaires de I"accélération les fonctions a,(t); a,(t); a,(t)

Si on connait les équations horaires de la vitesse v,(t); v, (t); v,(t) on détermine les coordonnées de

I'accélération en dérivant par rapport au temps chacune de ces équations horaires.

dvy
a,(t) ==

— dv
a(t) | a,(t) =2
dvg
a,(t) ==~

Remarque :




x(t) = 10t% + 3t

Application n®3 : les équations horaires d’un mouvement plan sont : {
SppTatonn 2 q p y(t) = 5t +6

Déterminer les équations horaires de la vitesse et de I'accélération.

Que dire de I'accélération dans ce cas ?




)

Application n°4 : on considére un mouvement au cours dugquel 'accélération est constante et a pour coordonnées

(a_x.(t) =0 )

a,(t) =—10

a. Deéterminer les équations horaires des coordonnées du vecteur vitesse sachant gu’a t=0 le vecteur vitesse est :

(0 -5)

b. En déduire les equations horaires de la position du point G sachant qu'a =0 le point G a pour coordonnées :

56 (20 %)

\ /

d) Coordonnées du vecteur accélération dans le repére de Frenet

- — — 'u+
a=a;.u;t+a,.u, t
M
iy . . dv(t)
Avec a; = accélération tangentielle : a, =
dt -?
2 n
et an = accélération normale : a, = % avec R rayon de courbure de la trajectoire r—}s

avec ven m.s”, Renm, et a en m.s*




)

Etude de mouvements

1. Mouvement rectiligne uniforme

Dans un référentiel donné, un mouvement reste rectiligne uniforme, si sa trajectoire est une droite, son vecteur vitesse
reste constant au cours du temps (son accélération est donc nulle).

¢ — @ ¢ — @ .ih L] .iP ® -AP L d L]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Représentation graphique Représentation graphique Représentation graphique
d'ughr:\zr::fzt:et:tg:::i‘liie e de la coordonnée x de la coordonnée v, de la coordonnée a,
T R ST ng) de la position de la vitesse de |'accélération
en fonction du temps en fonction du temps en fonction du temps
Q X X VX . a. s
[+] Vi
Q
=] Xo
o 0 t 0 t ol t

@ Sens du mouvement
(o}

Equation de la
représentation graphique :
x(t)=v, - t+x,

2. Mouvement rectiligne uniformément accéléré

Equation de la
représentation graphique :
vlt) = v,

Equation de la
représentation graphique
a(t)=0

Dans un référentiel donné, un mouvement est rectiligne uniformément accéléré, si sa trajectoire est une droite, son
vecteur accélération reste constant au cours du temps.

V2 V4 7g 7y
e~ e— 6—+ & ¢ & ¢ & > ®
0142 3a3 4 5 s 6 7 8 9 7 10
Chronophotographle Représentation graPhlque Représentation gra}phlque Représentation gra?phnque
de la coordonnée x de la coordonnée v, de la coordonnée a
du mouvement : : 2 : e
en fonction du temps en fonction du temps en fonction du temps
- X Vy ay
® X
axfi
@ Ve,
® Xo
@ of t ol t 0 t
° :
@ Equation de la Equation de la Equation de la
B o s dimasiai représentation graphique : reprevse(etr)utft;on%ripblque : represen;aa;)i graphlque g
o x(t)=§-axO-t2+vx0~t+xo X X0 X0 x o




3. Mouvement circulaire

Mouvement circulaire uniforme

[Rappel] un mouvement est circulaire si la trajectoire du solide est un cercle.

Mouvement circulaire uniformément accéléré

Mouvement circulaire uniformément ralenti

. tangente
centre C

. . . -
Le vecteur vitesse v(tf) varie mais sa valeur v
reste constante.

e . - . z
Le vecteur accélération a est dirigé vers le
centre de la trajectoire.

D
B

_ @0

c*

v tangente

Le vecteur accélération est constant au cours du

Il est toujours dirigé vers lI'intérieur de la trajectoi

tangente

temps: E(t) =d = constante,

=

e.

La valeur de la vitesse v augmente.

La valeur de la vitesse v diminue.

- Cas du mouvement circulaire non uniforme :

v.a=0. v-a>0. v-a<o.
Repére de Frenet
—
— LT
Pour étudier un mouvement circulaire, on utilise un repere mobile U
(O._ Un, 'L!-j)
appelé repére de Frenet qui permet de simplifier M I’expression
des composantes de I'accélération.
— —
Cette base est constituée de deux vecteurs Ltet LIn. i, ,
- / \omm 0
> Levecteur unitaire LIT est tangent a la trajectoire, au point M ou N
se trouve le mobile. Ce vecteur est orienté arbitrairement (pas / \\
nécessairement dans le sens du mouvement). O
—
» Le vecteur unitaire LI est normal a la trajectoire. Il est orienté Kites A
vers l'intérieur de la courbe. /
\ /

Repére mobile (ou repére de Frenet)

Dans le cas d’'un mouvement circulaire, a chaque instant,
I’accélération peut se décomposer en deux vecteurs :

a=ant+ar

- an :accélération normale, centripéte ;

- A :accélération tangentielle, tangente a la trajectoire et
orientée dans le sens du mouvement.

Dans le repére local (A; Un , U ), est appelé repére de Frenet, on
montre que les coordonnées des vecteurs vitesse et accélération

sont :

(r = rayon de la trajectoire, en m)




26 '5-ﬁ4_ - .
Vg — \
/ -, :1 Le vecteur vitesse
r-’;e s 5;- U3y varie (direction et
—— %3 valeur),
\ 7E) ~ 7,72"-‘ il ya donc
_ By, "e? vraiment
a7 a \;1’1% _ accelération !
H

8
- Cas du mouvement circulaire uniforme (MCU) :

Dans le cas d’'un mouvement circulaire uniforme, la vitesse est

dv
constante donc at =0eta, =0 donc:

Le vecteur vitesse
varie (sa direction),
il y adonc
acceleration !




Annexe mathématique

fn . epc . df (x
Intérét de la notation différentielle #
X
Soit la fonction f(x) = 3x*+2x+2 Sa dérivée est f'(x) = 6x+2
. o df(x)
On pourrait noter la dérivée d = 6X+2 .
X

Dans ce cas, la notation f'(x) ou sont équivalente car il n’y a qu’une seule variable x.

» Enrevanche, en mécanique, il y a 4 variables : trois d’espace (x,y,z) et une temporelle t.
Pour repérer une position, on a donc des fonctions de plusieurs variables.
Soit f(x,y) = 3x? +4y-5

Si on demande la dérivée de cette fonction f’(x,y), on ne peut pas répondre car on ne connait pas la variable. Est-ce x
ouy ? On ne sait pas par rapport a qui dériver.

La notation différentielle prend alors tout son sens, car on sait qui joue le réle de variable.

df (x,
> Sixestlavariable, on note la dérivée ainsi :% =6x (y est considérée comme une constante)
X
. . o di(xy)
> Siy est lavariable, on note la dérivée ainsi : d— =4 ( x est considérée comme une constante).
y

Pour les fonctions a plusieurs variables, on comprend donc I'intérét de la notation différentielle

df (x,y,z,t
» Pour une dérivée premiére (on dérive une fois la fonction f), voici ce que signifie la notation %
I/:\ ? \f/ d\'l- Q’léﬁrﬁdroﬂdﬁ : 4
peie % / d@ Uamab@/)
B o) 1
<G— FM
4% '
\\-,.,_,_> (I;& ic\ ‘V'AQJWXZ
t
- . : . . - _dPf(xy,2,t)
» Pour une dérivée seconde (on dérive deux fois la fonction f), voici ce que signifie la notation T

o dbfrdinf

\UU“’JJ ’
)\RCU:”d\L \" / d’” vwm‘ww
& o)
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1) Vecteurs position, vitesse et accélération

FICHFE RESUME

Dans un référentiel donné, associé a un repeére cartésien (O i, j), pour un point M d’un systéme, a toute date t :

Vecteur position : OM

Dérivation par
rapport au temps

Vecteur vitesse : v = s

Dérivation par
rapport au temps

dOM

2) Des exemples de mouvements

Vecteur accélération:a =

dv

dt

Dans un référentiel donné, les vecteurs v et a permettent de décrire un mouvement

e Direction : droite

* Sens : celui du

mouvement

e Valeur:v(m-s™)
\constante

support de la trajectoire

| Mouvement rectiligne ———

uniforme
Vecteur vitesse Vecteur accélération

* Direction :
tangente a la
trajectoire

* Sens : celui du
mouvement

e Valeur:
\constantev (m-s™"))

e Direction : variable et
perpendiculaire a la trajectoire
* Sens : vers le centre

* Direction : droite
support de la trajectoire
* Sens : celui du
mouvement

* Valeur:v(m-s™)
variable au cours

uniforme = _

\du temps

uniformément varié

* Direction : droite support
de la trajectoire

* Sens:

- celui de v (mouvement
accélére)

- opposé a v (mouvement
ralenti)

Mouvement circulaire re——
varié

Vecteur accélération

* Direction : tangente
a la trajectoire
* Sens : celui du

. Valeur a(m-* 5_2 constante
\_ ( ) .

e Direction : variable et non
perpendiculaire a la trajectoire
e Sens : vers l'intérieur de la

de la trajectoire mouvement trajectoire
* Valeur : const.aznte e Valeur: e Valeur: varizable
y2 4 Le=1\2 v e-1 v
(m-5?) ‘“=F (m-s7") variablev (m-s™") a;ticarat;to
N =l AN

S
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